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In primul rand, sa discutdm cateva notiuni de teorie care ne vor ajuta in
rezolvarea problemelor si exercitiilor:

1. Combinarile reprezintd submultimi de k£ elemente ale unei multimi de n
elemente. Astfel, in alegerea combinarilor nu se tine cont de ordinea elementelor
si nu sunt permise repetdrile. Numéarul combinarilor il vom nota cu C’,’f. Atunci
avem relatiile:

(a) CS - (n—k+1)(Z!—k+2)..,n - k‘(:lk)'
numerelor care alcituiesc combinarea (cu Regula Produsului avem
intai n, apoi n — 1 si asa mai departe pand la valoarea n — k + 1).
Apoi tmpartim la k! (numarul permutéarilor multimii de k elemente
— nu conteaza ordinea).

Obtinem relatia prin alegerea

k k k-1 .o . < e
(b) C,, = Cp,_1 + C,_1, numitd relatia de recurentd a combinarilor.

Adaugand un element la multimea de n — 1 elemente, formam com-

binéarile de k elemente astfel:

— cele deja existente in multimea de n — 1 elemente, adica C’,’fj ;

— cele formate din k — 1 elemente din multimea de n — 1 elemente
. < - o k-1

si noul element adaugat, adica C,,_;.

(c) CF = C7", care se vede imediat din relatia (a).

(d) ck = (%), unde (%) este coeficientul binomial, din formula Bi-

nomului lui Newton.

2. Aranjamentele reprezintd k-uple ordonate ale unei multimi de n ele-
mente. Astfel, in alegerea aranjamentelor se tine cont de ordinea elementelor
si nu sunt permise repetarile. Numarul aranjamentelor il vom nota AZ. Avem
relatiile:
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k k ! . . .
(a) A, = kIC,, = ﬁ Cum in aranjamente conteaza ordinea, este
de ajuns sa consideram fiecare combinare si sd o transformam in k!
aranjamente.

k k k-1 . . - .
(b) A, = A,_1 + kA, _1, prima relatie de recurentd, care se obtine
in mod similar cu relatia de recurentad a combinarilor.

(c) AF = (n—k+1)A* a doua relatie de recurenta.

3. Permutarile reprezintd n-uple ordonate formate cu elementele unei
multimi de n elemente. Este, evident, imposibila repetarea, iar ordinea con-
teazd. Vom nota numaéarul permutérilor cu P,. Avem relatiile:

(a) P, = n!, conform Regulii Produsului.
(b) P, = Ay, care rezultd, evident, din definitia celor dous notiuni.

(¢) P, = nP,_1, relatia de recurentd — este posibil ca dintr-o multime
de n elemente sd separdm o multime de n — 1 elemente, iar la per-
mutarile acesteia sa adaugam ultimul element pe una din cele n
pozitii. Aceasta relatie si observatie este baza demonstratiei prin
inductie simpla dupa n a valorii permutarilor.

Aceste notiuni fiind definite si explicate, sa ne uitdm la urmatoarele exercitii
si probleme:

Problema 1. Un pachet de carti de poker are 52 cérti cu 13 valori (4, 2,
3, ..., 10, J, @Q, K) si patru simboluri (&, ¢ & ®). O mana de poker are 5
carti din pachet. Calculati, fard a desface elementele combinatorice (combindri,
aranjamente, permutari):

(a) Cate maini de poker distincte exista?

(b) Cate combinatii cu exact o pereche existd? De exemplu, avem
combinatia A A® J¥. Jé# K& este o combinatie cu doud perechi, iar
combinatia AdA®JOQ)SK S este o combinatie cu o pereche.

(c) Cate combinatii ,full house” (o tripld si o pereche) exista? De
exemplu, combinatia AdA®JO 8 & este ,full house”.
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(d) Cate combinatii ,careu” (toate patru cartile de un tip) exista?
Combinatia ASAS AV AMK & este careu”.

(e) Cate combinatii ,brelan” (o tripla si doua carti distincte) exista?
Combinatia A A AW K& este ,brelan”.

(f) Cate chinte (suite) existd? O suitd presupune 5 cirti cu valori
consecutive. De exemplu Ad2439485& este o chinti.

(g) Cate chinte de culoare existd? Chinta de culoare este o chintd
monocolord. Ad24384858 este o chintd de culoare.

Solutie.
(a) Avem evident C%, maini posibile.

(b) Combinatiile cu o pereche sau cu dous perechi au formula generald
X°xvez dWe, unde bazele sunt valori de carti, iar exponentii sunt simboluri.
Bazele sunt distincte, dar exponentii se pot repeta dacd nu sunt deasupra
aceleiasi baze. Pentru a alege X avem 13 variante, pentru a alege {Y, Z, W}
avem C}, variante, iar pentru simboluri avem C; modalititi de a alege {a,b} si
4% modalititi de a alege celelalte simboluri (Regula Produsului). Réspuns final:
13-4%.¢7 - Ci,.

(¢) Combinatiile ,full house” au formula generald X* X" XYY, cu notatiile
de la punctul precedent. Pentru a alege (X, Y), avem A%g variante, pentru
a alege {a,b,c} avem C; modalititi, pentru a alege {d, ¢} avem C; moduri.
Réaspuns final: A%Cf C’f .

(d) Combinatiile ,caren” au formula generalsa X“X bxex dYe, cu notatiile
folosite pand acum. Pentru a alege (X, Y'), avem A%B variante, pentru a alege
{a,b,c,d}, Cff = 1 mod, pentru a alege e, 4 modalitdti. Réspuns final: 4A§3.

(e) Combinatiile ,brelan” au formula generala X“X"X°Y“Z°, cu notatiile
folosite pand acum. Pentru a alege X avem 13 modalititi, pentru a alege
{Y, Z} avem C}, variante, pentru a alege {a, b, ¢} avem C; moduri si avem
4% moduri de a alege celelalte simboluri (Regula Produsului). R#spunsul final
este: 13-4%. 012202.

(f) Chintele sunt definite in mod unic de cea mai micd carte aleasd din
multimea M € {4, 2, 3,4, 5,6, 7,8,9, 10} (si 10JQK A este considerata chinta)
si de succesiunea de culori (45, conform Regulii Produsului). Asadar, avem 10-4°
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variante.

(g) Chintele de culoare au cea mai mica carte in aceeasi multime, dar doar
4 modalitati de a alege culoarea. Avem 40 de chinte de culoare.

Problema 2. In 10 eprubete se efectueaza reactia dintre dous substante A
si B. Nu este important pentru experiment care dintre substantele A si B este
turnata prima sau in ce ordine se umplu eprubetele. Stabiliti in cAte moduri se
poate efectua experimentul (nu desfaceti elementele combinatorice).

Solutie:
Definim operatiile A;, A,, ..., A9 adidugarea substantei A in eprubeta 1,2,
..., 10 si similar operatiile By, By, ..., B1g. Problema devine stabilire numéru-

lui de permutéri a secventei Ay As...A1gB1Bs...B1g. Réspunsul este acum
evident: Pyg.

Problema 3. Cei 6n elevi ai unei clase sunt impértiti in trei grupe (engleza,
francezd si germand). Niciuna dintre grupe nu poate avea mai putin n elevi.
In cate moduri pot fi repartizati elevii in grupe — exprimati folosind elemente
combinatorice? (nu conteazi ordinea elevilor, ¢i numarul lor)

Solutie (Vom folosi metoda ,,Stars and Bars”):

Plasam implicit n elevi in fiecare grupa. Pe ceilalti i impéartim conform
schemei * ...%|*...%|%... %, folosind * pentru elev si | ca separatoare in grupe.
Inainte de primul separator avem engleza, intre separatori avem francezi, dupa
ultimul separator avem germand. Avem 3n elevi suplimentari si 2 separatori,
adica 3n + 2 caractere. Sunt, asadar, C§n+2 variante de a plasa elevii (conform
Stars and Bars).

Problema 4. Un robotel se poate misca doar pe directiile N si E, cu 1
unitate. In cate moduri poate ajunge robotelul de la coordonatele (0, 0) la co-
ordonatele (m, n).

Solutie:

Avem m pasi la est si n pasi la nord. Forménd o succesiune de operatii,
avem (similar cu problema 2) P,,,, variante.



